
Vorlesung 2 : BV-Funktionen & Anwendungen



Da Letztes Mal :

(i ) Minimalflächenauktionen

9- In ] : = | NÄ dx , klar= "°
☐

(ii ) ROF - Funktional

9-(u) := | F (Ru) dx +¥ / In-f-Fda
sz oz

ZIEL heute: Methode
,
mit der wir die Existenz von

Minimieren sicherstellen können .

m> Kompaktheit wesentlich , funktionalanalytischeMotivation
,
BV- Flut zu betrachten .

§ 3- Die direkte Methode der Variationsrechnung
§ 3.1 . Eine abstrakte Version

Setting : • (HIHI) normierter Raum
,
DCX Teilmenge

• 7 : ✗→ IR .

Ziel : Finde Bedingungen an X , D & 9- so , dass ein

Minimiere „ esüstiet, d.h. , ein xo c-D mit



auf D

9- lxo ] = iuf 9- lx] = min 9-Gc] .
KED KED

Wir nehmen an ,

(i) dass 9- auf D nach unten beschränkt ist :

3- wie IR Hx c-D: mir = 9- lx] .

Dann eni stiert vi.= iuf 7 .
Damit existiert eine

RED

Minimalfolge , also (xj ) CD mit
9- fxj ]→ m .

Wir wollen nun (gerne) zeigen , dass (xj) ineinemgeeigneten Sinne eine konvergente Teilfoge
hat

,
die

gegen
einen Minimiere konvergiert.

und KOMPAKTHEITS PROBLEM !

(ii) Angenommen , 7 ist kooziv
,
d.h .

bin 9- fx] = +es
11×11→es

Ist 9- lhooziv & (sej ) eine Minimalfolge ,
so

muss (nj) beschränkt sein (in (HIHI) , also

JR> 0 Hj : Ilxjll < R ) .



(iii) Angenommen , es gibt Konvergenz
'
nen>

'

auf ✗ mit

folgender Kompaktheiteigenschaft :
(yj)c X beschere⇒ JYEX 7- ( yj ,") c (y ;) :

Yjck) um> y

Dann gibt es nach Iii) ein a-X & (xjae)) clxj )
mit ✗ja, um> × .

(v) Wir nehmen an , dass D bzgl .
'
nen>

'

abgeschlossen
ist.

Damit nach (ir ) : ✗c- D .

Wi) 9- ist folgenuutohalbstdig bzgl .
'
nen>

'
: Falls Cyj )

<✗ mit yj
um> y ,

so gilt

Fly] ⇐ liminf Fly ;] .
j→es

Bsp . einer

\
;

nicht uns

Fkt.

←



Mit (i) -(vi ) : Nach (v) ist so D
, & nach (vi) :

yiyyf Fly] < 9- [×] ⇐ limiuf 9- lxjai,] = iuf Fly]
k →es YED

⇒ 9-[×] = iuf Fly] ( x ist Minimiert .
ZED

BEM . 3.1
.

° Kompaktheit & UHS sind kompilierendeEigenschaften: Je schwächer
'
nen>

'

,
desto mehr

konvergenteFolgen , desto schwieriger UHS .

•

'
nen>

'

ist so gut wie nie die NormKonvergenz
( l? (IN)

, ej
:= (O

, .
. . .

,% , 9 . . . _. ) )
<j-te Stelle .

§ 3.2 . Eine Klasse von Modell funktionale

Wir betrachten nun für

• ein offenes & beschränktes Gebiet RCR
" mit

c
'
-Rand

• für ein K p <
es eine konvexe & stetig

diffbae Fkt F : #
"

→R mit

☒ c , IZIP -cz = Fcz) = ↳( HIZIP) .



(F Kono . ⇒ Hayek
" V-dc-f.at] : Flirt (1-d)y)

E AFK)+ (1-d)Fly)).

• einen Exponenten q> p mit
Null Lqysz)

⇐ c Mull „par,
Knew

"PIR)
.

(
f-c-LEZ)

Wir betrachten dann für 1=0 :

9- In] := / Fltu) da +¥ / In-ÄI 9- da
a- a--

• auf D
,
= ¥ +¥4 für ein u.EU

''Er)

• auf Da ÷ W
" PCR) n { u:{udx =0}

Für uns :

• Minimalflächen : Fcz) = ÄH

Izl EÄ E 1+12-1 ( C , =L , (2--0,9--1) .
p
- I .

• ROF : Fcz) = Izl (später)

• Dirichletintegral: Fcz) = { IZF ( f- 2 ,
etc . )



§ 3.2.1 . Hilfsaussagen aus der FA check out Denk ' 17

§ 3)

" Problem
"
: Kompaktheit ! Substitute : Schwache /schwach

#
-

Konvergenz .

Hi HH
× ) vorm .

Raum
, ( X

'

,
II. 11×1 ) Dualraum .

Eine Folge

• (xj) CX konvergiert schwach gegen
XEX ( xj-a) gdw

H x
'
EX

'
: x

' (xj ) =p ×
' (x) .

• (xj
' ) CX

'

konvergiert schwach
#

gegen x
'
c-X ' (xj

#a)gdw

Hat X : x! (x)¥ x
'
(x) .

Thm .
3.2 (Banach - Alaoglu) Sei (X, 11-11×1 ein reparable,

normierter VR . Ist (xj) c X ' eine bzgl . 11.11
×
, beschränkte

Folge , so existiert ein ×' c-✗
'
und eine TF (xjk)) c.(xj ) :

Kick) ¥ ×!

BA gibt Konvergenz auf X , falls ✗ selber Dachraum
„
ist
"
.

Das ist der Fall , wenn ✗ refbniv ist.

Wir betrachten den Bidual ✗
" (= (X

'
)
' )

.
Betrachte

c : ✗↳ X
"

,



das Auswertungs funktional . c arbeitet wie folgt :

c (x) wertet aus
,
i.e. ,

ltx' c- × ! dx) (x
' ) = x' (x) .

Mit HB : c: ✗ ↳ X
"
immer lineare Isometrie. Falls c

swjektiv , so nennen wir (X, II. Hx)re-fbseiv.GR
.
3.3 Ist (X, 11.14) ein xp & reflexiver Bauchraum

& (xj) c ✗ eine bzgl. II. Ily beschränkte Folge,
so gibt es ein KEX & eine Teilfolge Cajun) c
(zej) : Kjcu,
-× .

Beweise : (sej) CX beschränkt , dann ist auch (cluj)) <X
"

beschränkt . Da (X , HH ×) reparabel & c eine

swj . Isometrie , ( X
"

, II. Hx" ) reparabel . Nach Hahn

Danach : (X ! /Illy ) reparabel . Damit ist BAanwendbar
.
Also

JYEX " 7 ( ( (✗ja,)) c (( Gg)) : <(✗ja,)
±
Y

✗ reflexiv ⇒ 7 ! *c- X : < (a) = y . Damit

< (✗ ja)) < (x ) .

Also lt >IEX
'
: c (xj („g) (d)→ ( (a) (x ' ) .



Damit : Ha! c-X
'
: x

' ( xjcu) - x)→ 0
,

also gerade kjcn-x.in X) . ④

Da Gibt schwaches Kompaktheitresultat
BEM .

3.4
. Sei Rc R

"

offen , K pos .
Dann ist

( ' " (d)
,
HH
µ
„par)
) reflexiv gdw .

( analog zu LP
.
(LP)

'
⇐ LP

'

, p
'
=# ,

Kp <es ,

(LP )
"
± (LP

'

)
'
E LP

. (Kp <oo)

→ für LP- Räume : Rift . gdw . kpa).

§ 3.2.2 .
Unterhalb letigheit in Sobolewräumen .

Schwache Konvergenz gibt uns ein gutes Kompaktheit-

setting falls kpceo .

Them . 3.5 (UHS) sei F : #"→ IR> o einmal stetig
differenzierbar & konvex

.
Sei weiter RCR

"

offen &

beschränkt & z
, zz, zz , . . .

:D→R
"

integrierbar



mit zj
-
z in LYSY-t.FI .

{ klug , . . -gun) : nie Lkr)}
Null -[Ä Keihin )

Gilt f. Fcz) dsec.es , so gilt auch
sz

)
" " ← """ { """ "" "

jos


