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Allgemeines

Allgemeines — zuerst: Herzlich willkommen!

Vorlesung: Freitags, 10:00-11:30 Uhr

Bei Fragen: Schreiben Sie mir bitte eine E-Mail an
franz.gmeineder@uni-konstanz.de

Dann konnen wir auch individuell Termine vereinbaren.

Material:

¢ Handschriftliche Notizen: Upload direkt nach der Vorlesung.
® Vorlesungsskript: Upload iiber das Wochenende hinweg.
® Videoaufzeichnungen: Upload via ILIAS (Link folgt)

Updates finden Sie auf meiner personlichen Homepage
https://fxgmeineder.wixsite.com/meinewebsite

Es wird einen ILIAS-Kurs geben - dieser wird momentan eingerichtet.

Priifung: Miindliche Priifung am Semesterende, individuelle Termine.



Allgemeines

Struktur der heutigen Vorlesung

Wir werden klaren, ...
® was BV-Funktionen sind, ...
® ... wozu wir diese bendtigen,
® ... daneben einige Grundlagen aus der Funktionalanalysis auffrischen,
® ... und dieses Bild erklaren:




Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Minimalflachen

Sei Q C R” offen. Das klassiche Minimalflachenproblem liest sich als:

minimiere % [u] := / V14 |Vul2dx unter der Annahme u|sq = wp.
Q

® Graphen von Minimierern ergeben Minimalflachen mit 'Randdatum’ wp.

A

/Graph(uo)

/

® Wie konnen wir die Existenz von Minimierern sicherstellen?



Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Entrauschen von Bildern |

® Wir betrachten ein Bild (Original), das durch ein (hier GauBsches)
Rauschen verrauscht wurde.

® Ziel: Wir wollen das Bild entrauschen.

Criginal Moisy image Denoised image

Graphik von Rudin, Osher, Fatemi '92

* Rauschen ist sehr irregular — hohe 'Variation' (Anderungsrate ist hoch)

® Reduziere die 'Variation’, bleibe nahe am Bild, doch bewahre Kanten!



Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Entrauschen von Bildern |l

Modellierung: Sei
® () das Rechteck, liber dem das Bild sichtbar ist
* f:Q — [0,1] das verrauschte Bild.

® Farbwerte entsprechen der Grauskala: 0 ~ weiB, 1 ~ schwarz

Metaprinzip der letzten Slide
Reduziere die 'Variation’, bleibe nahe am Bild, doch bewahre Kanten!

Ansatz: Finde u: Q — R durch Minimierung von

Flu] ::/QF(Vu)dX—I—%/Q|u—f|2dx.

=1 =11

Hier nehmen wir an, dass f € L(Q).

® Was sind geeignete Kandidaten fiir F? u soll springen diirfen!

® Wann gibt es einen Minimierer — und vor allem: Auf welcher Menge?



Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Entrauschen von Bildern |11

° Wihlen wir in dem Funktional F(z) = }|z|?, so erhalten wir

Flu] ::1/|Vu|2dx+é/|u—f|2dx.
2 Jq 2 Jo

* Das kénnen wir auf W?(Q) betrachten. Fiir ¢ > 0 und ¢ € CZ°(Q):
u Minimierer = F[u] < Flu + e¢],
also hat die Funktion & — §[u + ¢] ein Minimum in € = 0. Damit
d

de

Slu+ep] =0
=0

=l

Wir schreiben

1 A
Slutepl =5 [ IVt ep)dx+ 3 [ lutzp— P ox
2 Jq 2 Jo
1
= 5/ |Vul® + 26(Vu, V) 4 2|Vl dx
Q

A
3 [ lu 1P+ 25— g+ ol dx
Q



Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Entrauschen von Bildern |11

° Wihlen wir in dem Funktional F(z) = 1|z|?, so erhalten wir

Flu] ::1/|Vu|2dx+é/|u—f|2dx.
2 Ja 2 Ja

* Das kénnen wir auf W"?(Q) betrachten. Fiir e > 0 und ¢ € CZ°(Q):
u Minimierer = §[u] < Flu + ],

also hat die Funktion & — §[u + ¢] ein Minimum in e = 0. Damit

ge| Slutes]=0

e=0

Wir leiten dies nach ¢ ab:

d
geSlut el = [ (Vu, Vi) + (7ol dx
d(‘: Q

+5/2(u—f)go+2e|¢|2dx
2 Q



Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Entrauschen von Bildern |11

° Wahlen wir in dem Funktional F(z) = |z|*, so erhalten wir

3] = /|VU| dx+/\/|u—f| dx.

* Das kdnnen wir auf W'?(Q) betrachten. Fiir e > 0 und ¢ € C2°(Q):
u Minimierer = §[u] < Flu + ],
also hat die Funktion & — F[u + e¢] ein Minimum in ¢ = 0. Damit
d

ge| Slutee]=0

e=0

Wir setzen £ = 0:

d S[u—i—anp]Z/S;<VU,V<,0>+)\/§Z(u—f)g0dxé0

de

e=0
Integrieren wir (formal) partiell, so erhalten wir

/(—Au +AMu—f))pdx =0 fiirp € C2(Q).



Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Entrauschen von Bildern IV

® Das ist eine schwache Formulierung der Gleichung
—Au+MNu—1f)=0,
also
—Au+ Au= M.
¢ Auf der linken Seite: Elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2.
® Solche Operatoren boosten die Regularitat:

Reg(u) ~ Reg(f) + 2.

Metaprinzip

Wenn F(z) = |z[?, dann ist das durch

$lu] ::1/|Vu|2dx+i/|u—f|2dx
2 Jq 2 Jo

entrauschte Bild viel regularer als f! — Kanten werden verschmiert




Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Struktur

All diese Probleme konnen mit
Funktionen beschrankter Variation

— kurz: BV-Funktionen — angegangen werden. Heuten gehen wir wie folgt vor:

Modellprobleme

Minimalflachen Bildverarbeitung
N2

Distributionen

Metadefinition: BV ~——— Sobolevraume ———— Eigenschaften

Direkte Methode

Existenz von Minimierern



Minimalfldchen & Bildrekonstruktion

Struktur

All diese Probleme konnen mit
Funktionen beschrankter Variation

— kurz: BV-Funktionen — angegangen werden. Heuten gehen wir wie folgt vor:

Modellprobleme

Minimalflachen Bildverarbeitung
N2

Distributionen

Metadefinition: BV ~——— Sobolevraume ———— Eigenschaften

Direkte Methode

Existenz von Minimierern



Distributionen & Sobolevraume

Distributionen & Sobolevraume

Um diese Probleme behandeln zu kdnnen, bendtigen wir eine

Verallgemeinerung der klassischen Differenzierbarkeit.

Wir setzen fiir Q C R” offen
CZ () := {p: 2 — R beliebig oft stetig differenzierbar und spt(y) kompakt},

wobei spt(p) := {x € Q: ¢(x) # 0} der Trager von ¢ ist.

° Ist u € C}(R), so folgt nach dem Satz von GauB (partielle Integration):

/(axl.u)godX:/ ucpu,-d?-["_l—/ udypdx = —/ udy;p dx
Q o9 Q Q
| St ——

=0
fiir alle p € C°(Q).



Distributionen & Sobolevraume

Distributionen & Sobolevraume

Um diese Probleme behandeln zu kdnnen, bendtigen wir eine

Verallgemeinerung der klassischen Differenzierbarkeit.

Wir setzen fiir Q C R” offen
CZ () := {p: 2 — R beliebig oft stetig differenzierbar und spt(y) kompakt},

wobei spt(p) := {x € Q: ¢(x) # 0} der Trager von ¢ ist.

° Ist u € C}(R), so folgt nach dem Satz von GauB (partielle Integration):

/(axl.u)godX:/ ucpu,-d?-["_l—/ udypdx = —/ udy;p dx
Q o9 Q Q
| St ——

=0
fiir alle p € CZ°(Q2). Auf der rechten Seite ist keine Ableitung von u!



Distributionen & Sobolevraume

Distributionen & Sobolevraume

* Wir setzen fir f € LLC(Q)

Te(p) = /Q fodx  fir o € C°(Q).

Dies ergibt eine lineare Abbildung T;: CX(Q2) — R.
* Fiir u € C*(Q) iibersetzt sich die Zeile

/(Bxiu)godxz/ upv; d’H"fl—/ udy,pdx = —/ u0y;p dx
Q a0 Q Q
—_———

=0
Zu

Tow o) == / (B u)pdx = — / udypdx = T(00)

fiir alle p € CZ°(Q).

® Dies niitzen wir nun, um sehr irreguldren Objekten Ableitungen
zuzuordnen!



Distributionen & Sobolevraume

Distributionen & Sobolevraume

o Fiir f € LL(Q) ist Tr: C°(Q) — R.
® Wir wollen uns stetigen linearen Abbildungen T: C°(Q2) — R widmen.
¢ Hierzu bendtigen wir einen Konvergenzbegriff auf CZ°(Q):

Definition (Konvergenz auf CZ°(£2))

Sei Q C R” offen und ¢, @1, @2, ... € CZ°(2). Wir sagen, (p;) konvergiert in
2(Q) zu o, falls

@ es eine kompakte Menge K C Q gibt mit
spt(p), spt(p1), ... C K.
@ Fir alle o € Nj gilt
sup |9%(p = @) = 0, j = 0.

Eine lineare Abbildung T: C°(Q2) — R, die stetig bzgl. Konvergenz in 2(Q)
ist, heiBt eine Distribution (in Formeln T € 2'(Q)):

@i = ¢ in 2(Q) = T(pj) = T(p).




Distributionen & Sobolevraume

Drei wichtige Beispiele

Beispiel (Reguldre Distributionen)
Sei f € Li.(Q). Dann definiert

Te(p) == / ofdx,  peCP(@Q)

eine Distribution. Ist T € 2/(Q) mit T = T fiir ein f € Li,((Q), so nennen wir
T eine regulare Distribution.

Beweis. Seien ¢, p1,... € CZ () mit p; — ¢ in 2(Q), d.h.
° 3K C Q kompakt: spt(yp),spt(e1),... C K
® Ya € Ng: supq |0%(¢ — ¢j)| = 0.

Dann gilt

Te(0) — Te(e)| = | [ o=t ox

~| [ (o= erax

< (supw—m)/ fldx 0. m
Q K



Distributionen & Sobolevraume

Nicht jede Distribution ist regular!

Sei Q C R" offen und xp € Q2. Wir betrachten das Funktional
T(e)i= [ edby = (o).
Dann gibt es kein f € L () mit

T =T, dh, o(x)= / efdx  fir alle o € C°(Q). (%)
Q

Sei U C R" offen, f € L (U) und gelte

/f(pdx:O fiir alle € C°(U).
U

Dann gilt f = 0 £"-fast iiberall.

Mit dem Lemma: Wir setzen U = Q\ {x}. Dann:
() = f=02"fi. auf U= f =0.2"-f.ii auf Q,

und das ist ein Widerspruch!



Distributionen & Sobolevraume

RadonmaBe

Definition (RadonmaB)

Sei Q C R” offen und #(Q2) die Borelsche o-Algebra auf Q. Ein MaB auf
P(Q) heiBt RadonmaB, falls gilt:

@ o ist lokal endlich, d.h., p(K) < oo fiir jede kompakte Menge K C Q,

@ p ist von innen regulir, d.h., fiir jedes A € B(Q) gilt
w(A) = sup{u(K): K C Akompakt}.

| A\

Beispiel

Sei ¥ C R” eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” und H" !
das OberflichenmaB. Dann ist "~ 'LY Radon.

Wichtiger Unterschied

MaBe konnen singuldr bzgl. .£" sein! Hierbei:
® p << Z" (absolutstetig): Z"-Nullmengen C p-Nullmengen
® pul L" (singuldr): w ist nicht absolutstetig bzgl. "




Distributionen & Sobolevraume

Drei wichtige Beispiele

MaBregulare Distributionen

Sei v ein RadonmaB auf Q. Dann definiert
Tu(p) == /deu, p € CZ(Q)

eine Distribution. Ist T € 2'(Q2) mit T = T, fiir ein RadonmaB 1, so nennen
wir T eine maBregulare Distribution.

Beweis. Seien ¢, 1, ... € CZ(Q) mit p; — ¢ in 2(Q), d.h.
° 3K C Q kompakt: spt(yp),spt(e1),... C K
® Ya € Ng: supq [0%(¢ — ¢j)| — 0.

Dann gilt

ITu(9) — Tulei)] = ‘/ﬂ(w - w)dﬂ‘

—| [ eran| < Glo - eut) 0. m



Distributionen & Sobolevraume

Distributionsableitungen & Sobolevraume

Erinnerung: Fiir u € C'(Q) haben wir

To,le) = [ @uupdx = = [ udpde = ~T(0.)

fiir alle p € C°(Q).

Definition
Sei Q C R" offen und T € 2'(Q). Fir j € {1, ..., n} definiert
(0 T)(p) = —T(05) fur alle ¢ € C°(Q)
eine Distribution. Wir nennen sie die j-te Distributionsableitung von T und
DT = (04 T,...0,,T) € 7'(Q)"

den distributionellen Gradienten von T.




Distributionen & Sobolevraume

Distributionsableitungen & Sobolevraume

Erinnerung: Fiir u € C'(Q) haben wir
D Tul9) = To () = / (B u)pdx = — / udypdx = — T(00)
Q Q

fiir alle ¢ € C°(Q).

Definition
Sei Q C R" offen und T € 2'(Q). Fir j € {1, ..., n} definiert
(0 T)(p) = —T(05) fur alle ¢ € C°(Q)
eine Distribution. Wir nennen sie die j-te Distributionsableitung von T und
DT = (04 T,...0,,T) € 7'(Q)"

den distributionellen Gradienten von T.




Distributionen & Sobolevraume

Sobolevraume

Ist f € Li(Q), so ...
® konnen wir die regulare Distribution Tr betrachten, ...
® ihre distributionellen Ableitungen betrachten, ...
® und fragen, ob diese allesamt wiederum reguldre Distributionen sind:

D Tr = Ti, mit f; € Lie(Q), ie{1,.., n}.

Falls ja, so nennen wir f schwach differenzierbar und schreiben f € W,IOCI(Q)

Lemma (Zur Erinnerung)

Sei U C R" offen, f € Li.(U) und gelte
/fgodx:O fiir alle p € CZ°(U).
U

Dann gilt f = 0 £"-fast liberall.

Tp = Ty, = (Vo € CX(Q): /(f, —g)edx = 0) = f — g L"fii..
Q



Distributionen & Sobolevraume

Sobolevraume

Damit ist fiir f € W1(Q) und i € {1,...,n}
D5 T = T, mit fi € Lib(Q),
wobei f; € LL () eindeutig festgelegt ist. Wir schreiben etwas ungenau

Oxf = f.

Konsistenz mit klassischer Differenzierbarkeit: Ist u € C'(Q), so ...

(04 T(0) 2 ~Tul0u0) % = [ udipds

1
PR /(5‘x,u)s0 dx = To,u(p)  firalle p € CZ(Q).
Q




Distributionen & Sobolevraume

Sobolevraume

Sobolevraume: Stelle LP-GroBenbedingungen an die schwachen Ableitungen!

Definition (Sobolevraume)

Sei Q C R” offen und 1 < p < co. Der Sobolevraum W'P(Q) besteht aus
allen

@ uel?(Q),
@ die schwach differenzierbar sind und erfiillen:
1
lullwee) = (lullts@) + 10 ulleg) + - + 105 ullfoq))? < oo,
falls1 < p < o0,
lullwi.oo @y == llullioe @) + 10k ullLoo(@) + - + 10k, Ul (@) < oo,

falls p = oo




Distributionen & Sobolevraume

Sobolevraume

Sobolevraume: Stelle LP-GroBenbedingungen an die schwachen Ableitungen!

Definition (Sobolevraume)

Sei Q C R” offen und 1 < p < co. Der Sobolevraum W'P(Q) besteht aus

allen
@ uel?(Q),
@ die schwach differenzierbar sind und erfiillen:
lullwioy = (lulloqgy + 185l + — + 180 ullZney)? < oo,
falls1 < p < o0,
llullwr.co @y = llullLoe(@) + 100 ullLe (@) + - + 10, tllLoe @) < o0,
falls p = oo

Induktiv definieren wir auch W*?(Q) und statten diesen Raum aus mit

1
lullwer@ = (3 107ulltngy)’

|| <k



Distributionen & Sobolevraume

Einige Eigenschaften von Sobolevraumen

o (WEP(Q),]| - [lwk.p()) ist ein Banachraum fiir alle 1 < p < co.

* Falls 1 < p < oo, so ist (W5P(Q), ]| - lwk.p(q)) separabel, d.h., es existiert
eine abzahlbare, dichte Teilmenge.

o (WRP(Q), I| - lwke(e)) hat C(Q) NWHP(Q) fiir alle 1 < p < o als
dichte Teilmenge:

Yu e WP(Q)3(yy) € C(Q)NWP(Q): [|lu — ujllwip@ — 0, Jj — oo.

Bemerkung

C(Q) N WH>(Q) ist nicht dicht in W->(Q). Idee:
e W4°°(Q) ~ Lipschitz stetige Funktionen auf Q.
* |lullwrieo @) = ||“||c},(§) fiir u € CH(Q), und (CL(Q), || - ”C},(Q)) ist Banach.

® Firl < p<oound k €N, definieren wir Nullrandwerteraume via

Wi?(Q) = (@) v,



Distributionen & Sobolevraume

Sobolevraume und Spriinge

Wann gehéren Sprungfunktionen zu WP?

® Wir betrachten fiir n = 1 die Signumsfunktion v auf (—1,1):

A~

o

® Wir berechnen die Distributionsableitung. Sei ¢ € C2°((—1,1)). Dann:

0. Tu(p) = —Tu(0up) = —/ udpdx
)

0 1 0 1
= —/ uaxcpdx—/ uOyp dx :/ 8X<pdx—/ Oxp dx
—1 0 -1 0

= (#(0) = ¢(=1)) = ((1) = ¢(0)) = 2¢(0) = Tas,(¢p)



Distributionen & Sobolevraume

Sobolevraume und Spriinge

Wann gehéren Sprungfunktionen zu W'*? Nie!

® Wir betrachten fiir n = 1 die Signumsfunktion v auf (—1,1):

A~

o

® Wir berechnen die Distributionsableitung. Sei ¢ € C2°((—1,1)). Dann:

0. Tu(p) = —Tu(0up) = —/ udpdx
)

0 1 0 1
= —/ uaxcpdx—/ uOyp dx :/ 8X<pdx—/ Oxp dx
—1 0 -1 0

= (#(0) = ¢(=1)) = ((1) = ¢(0)) = 2¢(0) = Tas,(¢p)



Distributionen & Sobolevraume

BV-Funktionen

Metadefinition — wir erlauben Spriinge!
Fir Q@ C R" offen ist BVoc(2) der Raum
* derjenigen Funktionen u € Li (Q),

® deren distributionelle Ableitungen maBreguldr sind.

Informell: Distributionsableitungen 'sind’ RadonmaBe

Fragen — und Hauptziele der Vorlesung;:
® Welche Art glatter Approximation lassen solche Funktionen zu?
® Welche Randwerte nehmen solche Funktionen an? (Spurtheorie)
® Weche Einbettungssitze gelten fiir solche Funktionen?

® Spriinge sind eine Art von Singularitaten. Welche anderen Singularitdten
sind fiir BV-Funktionen generisch?

® Wie lassen sich damit Variationsprobleme losen ...

® und numerisch behandeln?



Distributionen & Sobolevraume

Vielen Dank fir lhre Aufmerksamkeit! I
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